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11.1.SISTEMA DE REFERENCIA

11.1.1. Ecuaciones de los ejes
coordenados

Paramétrica Continua
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11.1.2. Ecuaciones de los planos
coordenados

Plano OYZ
o)(l x=0

o—’
f‘ok

Yf
-

o

70 OV
=0

Vectorial Paramétrica Implicita

Plano OXY

Plano OXZ

Plano OYZ
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EJERCICIOS 11.1

1. Representa los puntos del espacio de tres dimensiones A(2, 2, 3) y

B(-1, 2, 1) tomando {O; 1, J, E} como referencia.

Z .
""""" : {1! }'B
i S Ot
S S, ¥ ol IV C
1 ¥
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| 11.2. COMPONENTES DE UN VECTOR
DADOS DOS PUNTOS

Dados dos puntos A(x1, Y1, Z1) Y B(X3, V2, Z2) el vector AB viene determinado
por la siguiente expresion:

AB = (xz —X1,Y2 —Y1,Z2 — Zl)
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1. En el cubo de la figura se toma la referencia: {A; AB, AD, AE}.

EJERCICIOS 11.2

Calcula las coordenadas de los puntos F, G, C, My N.

A B

AF = AB + AE =|F(1,0,1)

AG=AC+CG=AB+BC+CG=AB+AD + AE =

AC = AB + BC = AB + AD =|C(1,1,0)

G(1,1,1)

W=E+W=E+%E=ﬁ+ﬁ+%ﬁ=ﬁ+ﬁ+%ﬁ:

M(1,1,5)

AN=AM+MN=A_C’+%C_G’—§AD =AB+AD+%E—%E=

E+%E+%E=>

GEOMETRIA AFiN
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2. Las coordenadas de un vector son (4, 0, -2) y las de su origen (-3, 2,

-1). Calcula las coordenadas de su extremo.
e
AB = (4,0,-2)

A(-3,2,-1)

] ] e

B(b1, b, bs)

Teniendo en cuenta que AB = OB — 0OA, tenemos que:

(b, +3=4 by =1
1b,—2=0 = b,=2=B(1,2,-3)

b3+1=_2 b3=_3
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3. Calcula las coordenadas de los puntos medios de los lados del
triangulo de vértices A(2, 2, -1), B(-1, 3, 2) y C(0, -2, 4).

Co ke

B Aplicando la formula para el calculo de las
coordenadas del punto medio de un

segmento:

A
M punto mediode AB= M (

2—1 243 —1+2)
27 27 2

Il
/N
N |-
N | U1

=
N——

240 2-2 —1+4)
27 27 2

Il
—
l—\
(=
N W
——

N punto medio de AC = N(

P punto mediode BC= P (_1;0, 3;2, 2;4) =P (—%,%, 3)
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4. Dado el segmento ﬁ, donde A (-5, 4,-2)yB (-2, 1, -2):
a. Calcula las coordenadas del punto M tal que AM = gA_ﬁ
b. Calcula las coordenadas del punto N tal que AN = %Zﬁ

¢. Calcula las coordenadas del punto medio MN

a. M(my, m,, ms3)

AM = AB

(my +5,m; — 4,m; +2) =2(3,-3,0) = (4,—4,0)
m1+5=4‘:m1=_1
m2_4=_4‘2m220
m;+2=0=m;=-2

Entonces|M(—1,0,—2)

b' N(nll an n3)

AN =248

(ny +5,m; — 4,n3 +2) ==(3,-3,0) = (2,—2,0)
n1=_3

Tl2—4=—2=>n2—2

n3—_2

Entonces|N(-3,2,—2)

= P(=2,1,-2)

c. P Punto medio de MN = P (_12_3 ) 0;2 ) _22_2)
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11.3.ECUACIONES DE LA RECTA

11.3.1. Ecuacion vectorial
Z

=1
1

- Unarecta viene determinada por un punto y una direccion. La
direccidn viene marcada por un vector libre U llamado vector
director.

- Un punto X esta en la recta si y sélo si PX y U son proporcionales:
[PX]=t4

- Sip es el vector de posicién de P, X es el vector de posicion de X,

guedara:

X—p=tu->X=p+tu

La expresion X = p + t.uU cont € R es la ecuacién vectorial de
la recta que pasa por Py tal que U es el vector director de la
misma.
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11.3.2. Ecuaciones parameétricas

z

X(x,y,2)

2

’ P(x,Y0,2p)

X/
- Larecta que pasa por P de vector director ¥ = v, 1,, V3 se puede
expresar de la siguiente manera:

(xl Y; Z) = (xOr yO;ZO) + t(vll vZJ v3)
- Aligualar coordenadas obtenemos:

x=x0+t.v1

y=y0+t.v2
Z=2y+t.vg

Las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por P = (X, Yo, Z0) Y
que tiene por vector director ¥(v,, v, V3) son:

X =Xx9+t.v

y=Yy+tv,
Z=2Zyt+tvs
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11.3.3. Ecuacion en forma continua

Las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por P = (xq, Y0, %0) Y
que tiene por vector director ¥(vy, V5, V3) son:

X =X+ t.v

y=y0+t.v2
Z=Zo+t.v3

Despejando t en cada una de ellas e igualando, obtenemos las ecuaciones
de la recta que no dependen de ningun parametro.

Las ecuaciones en forma continua de la recta r que pasa por
P = (x4,V0,Zy) Y que tiene por vector director v(vy, v,, V3) son:

X—Xo Y—Yo Z—Z2Zp
U1 U3 U3

11.3.4. Ecuacion implicita

Las ecuaciones en forma continua de la recta r que pasa por
P = (x4,¥0,Zy) Y que tiene por vector director v(v, v,, V3) son:

X—Xo Y—Yo Z—Zp
U1 U2 U3

De aqui tenemos tres ecuaciones:

X—Xo Y —DYo Z—Zyp X —Xg Y—Yo Z— 2

2 (2 Vg 2] 12 Vg

Como la tercera ecuacion es suma de las otras dos, suprimiendo una de
ellas, la tercera por ejemplo, y operando obtenemos:

vz.x—vl.y+y0.171 _xo.vz — 0

V3.V — V. Z + Z3.Vy — Yo.V3 =0

GEOMETRIA AFIN www.elcofredenewton.es Pagina 11



o
4

?’g !
e
k)

EJERCICIOS 11.3

1. Dadas las rectas siguientes:

a. x=2-41
y=1
z=22

b. (x,y,z) =(0,—1,2) + A4(3,1,4)

y-1 z+2

cx
2 1 -3

d x—-y+z=1
y—z=2

Calcular un punto y un vector de direccion de dichas rectas.

a.|Punto P(2, 1, 0)
Vector ¥(—1,0, 2)

b.|[Punto P(0, -1, 2)
Vector (3, 1, 4)

c. |Punto P(0, 1, -2)
Vector ¥(2,1,—3)

d. Para calcular el punto y el vector el método mas sencillo es resolver
el sistema con lo que nos apareceran las ecuaciones parameétricas
de la recta dada.

x—y+z=1
y—z=2 — y=2+z

Sistema compatible determinado con un parametro z=A
Porlotanto:y =2+ 4
Sustituimos en la primera ecuacion los valores de y y z:

x—2+)+1=1
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Despejamos x:

x=14+2—-21—-41
x=3—21

Ecuaciones paramétricas de la recta:

x=3—-21
y =2+ 1 r—l|Punto P(3,2,0)
7= Vector v(—2,1,1)
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2. Comprueba si los puntos A(-3,1,3), B(3,1,5) y C(1,-1,2) pertenecen
o no a la recta que pasa por P(-1,1-1) y tiene como vector director

v=(-2,0,-3). Calcula dos puntos mas de esta recta.

=-1-22

X
Las ecuaciones paramétricassonr< y =1
7 =

—3=-1-221 A=

A(=313) =< 1=1 —d1=
3=—1-31 -
[ 3=—-1-22 =

B(3,1,5)= 4 1=1 —- 1=
| 5=-1-31 -
1=—-1-22

C(1,-12) = 4 —1#1 —lcer
2 =—-1-31

—1-31

Aé&r

BEr

Dos puntos de esta recta se obtienen sustituyendo A por dos valores

distintos:

1=0=P,(-1,1,-1)
A=1=P,(=31,—-4)

GEOMETRIA AFiN www.elcofredenewton.es
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11.4. FORMAS DE DETERMINAR UNA
RECTA

11.4.1.Dado un punto y un vector de
direccion

Este apartado se explica con el siguiente ejemplo:

Ejemplo
Dado el punto A(1,1,-1) y el vector de direccién 7(2,0,1). Calcular todas
las ecuaciones de la recta.

Ecuacion vectorial:

(x,y,z) = (1,1,-1) + 1(2,0,1)

Ecuaciones paramétricas:

x =142 x=142A1
y=1+04 = y=1
z=-1+14 z=-1+1

Ecuacién continua:

*10JO! Si en la ecuacion continua aparece un 0 en el denominador nunca
debemos dejar la ecuacidn de esta forma, la pasaremos a otro tipo de

ecuacion.

Pasamos la ecuacion continua a implicita

x—1 y—-1 z+1
2 0 1
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Con la primera igualdad sacamos una ecuacion y con la segunda otra,
simplemente tenemos que multiplicar en cruz.

x—1 -1

- =y0 = 0(x-1)=2(y—-1)=2y—-2=0
-1 z+1

yO =7 =1(y-1)=0z+1)=>y—-1=0

Ecuacion implicita:

2y —2=0
y—1=0

11.4.2.Dados dos puntos

z
X r
La recta r queda determinada
por la siguiente determinacion
B B(by,b,,b;) , o — —
lineal: v = (A,AB) or(B, AB).
k
Alay,a,,a;3) A
>
j Y

=il

Por tanto la ecuacion de la recta sera:

(x, Y, z) = (a1; a, a3) +t.(by —ay,b; —ay, bz —az)

GEOMETRIA AFIN www.elcofredenewton.es Pagina 16



%

11.4.3.Como interseccion de dos planos

Se explica con el siguiente ejemplo:
Ejemplo

Dados los planosIl; = x —2y +z=3yIl, = 2y —z = 5. Calcular la
ecuacion de la recta determinada por la interseccidon de dichos planos.

Simplemente tenemos que colocar las dos ecuaciones de los planos

formando la ecuacién implicita de la recta.

x—2y+z=3
2y—z=5

* . . . . 7 .
i0JO! Si nos pidiera la ecuacion de la recta de alguna forma determinada:
vectorial, continua, etc. Solo tendriamos que pasarla a paramétricasy a

partir de ahi con un punto y un vector de direccidon de la recta

obtendriamos el resto de las ecuaciones o la que nos pida.
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EJERCICIOS 11.4

1. Considera la recta que pasa por el punto S$(1,-2,5) y lleva la direccion
del vector v=(-2,2,0).

a. Calcula su ecuacidn vectorial
b. Halla sus ecuaciones paramétricas

a. Ecuacioén vectorial:|p = (1,-2,5) + A(—2,2,0)

b. Ecuaciones paramétricas:

x=1-2A
y=-2+21
7 =

GEOMETRIA AFIN www.elcofredenewton.es Pagina 18
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2. Calcula, en cada caso, unas ecuaciones implicitas de la recta que

cumple las siguientes condiciones:

a. Pasa por el punto A(-1,1,3) y lleva la direccion del vector

u=(-1,-2,4)

b. Pasa por los puntos A(2,2,-1) y B(2,-4,2)
c. Pasa por el punto A(-1,-2,0) y es paralela al segmento de

extremos B(0,-3,1) y C(1,1,0).

d. Pasa por el punto A(2,-2,-3) y es paralela al eje Y.

a.

=—-1-4
- y=1—2/1 :r:x+1:y—1zz—3 —
-1 -2 4
z=3+4A
—2x—2=-y+1 2x—y+3=0
—
4x+4=—z+73 4x+z+1=0
b.
x =2
rHy=2-221 X2 oy
0 -2 1
z=-1+4+21
—2x+4=0 x—2=0
-
y—2=-2z—2 y+2z=0
C.
x=—-1+41
r{y =-—2+4A1 N R A S A
1 4 -1
z=-A
dx+4 =y +2 4dx —y+2=0
=
—x—1=2z x+z+1=0

GEOMETRIA AFiN
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d.
=2 z
x +2 z+3
rdy=—-24+1 =r: Y72 — = -
1 0
z=-3
L .
_ R e e L + $
x =2 P i Y
7= -3 A
A
l Lo
# v
A
www.elcofredenewton.es Pagina 20
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3. Halla las ecuaciones implicitas de las rectas sobre las que descansan
los lados del triangulo de vértices A(1,-1,1), B(0,1,2) y C(1,2,-3).

Z
[ B
p &':/
A LS ii. .
i R
el O
3 I‘l
X *-“—\J-,J
NE
C
x=1—-21
AB:ly = —1+ 22 =>AB:"_‘11=y:1=Z;1 —
z=14+A1
2x—2=—-y—1 2x+y—-1=0
—
x—1=-z4+1 x+z—-2=0
x=1
ACHy =—1+31 = ACT==20 =2 o
z=1-42A
3x—3=0 x—1=0
—
—4y—4=3z-73 5+3z4+1=0
[x =2
BCH{y=1+1 = BC:I===2 =
z=2-51
(x=y—1 x—y+1=0
- =
~—5x=z—2 5x+z—2=0
GEOMETRIA AFiN www.elcofredenewton.es
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4. Halla unas ecuaciones paramétricas para la recta de ecuaciones

implicitas.
a. x+y=0 b. [3x—2y—-2z=0
r: s:
2x—-y+z=0 x+y+z—-3=0
a.
x+y=0 x=A
r =|qy=-4
2x—y+z=0 z=-31
b.
3x—2y—2z=0 x=1-21
s: =Hy=1-41

x+y+z—3=0 z=1+51
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11.5.ECUACIONES DE LOS PLANOS

11.5.1. Ecuacion vectorial

Un plano queda determinado por un punto y dos vectores linealmente

independientes. Se dice que a(4, U, W) es una determinacién lineal del

plano a.

7 X esta en el plano a siy solo si

w=(a',b',c) AX es combinacién lineal de ¥

y W. Por tanto existiran dos
A(xy, v, 7 L ,
(.31, 72 ¢ imeros reales sy t tales que:

# = (a,b,c) X(x,y,2)

AX =s. 0+ t.w

a Por tanto:

=l
=
[
Qu
Il
w
A e{l)
+
o~
S

Y de aqui se obtiene la ecuacion

vectorial del plano:

)
==

X=ad+s.v+t.w

=il

X consyteR

Ademids: XeR & Rango(ﬁ, v, v_v’) =2 det(ﬁ, v, v_v’) =0
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11.5.2. Ecuacionesparameétricas

Partiendo de la ecuacion vectorial del plano:
(x,y,2) = (x1,¥2,23) + t(a,b,c)

=
+ s(a’,b’,c")
obtenemos las ecuaciones
\| parameétricas.
Alx zZ,)® —
(1,21 X =x; +ta+sa

® B(x3.55.25)

max+by+cz+d=0 -~ Y=y, +tb+sb

z =2, +tc+sc

11.5.3. Ecuacion normal
e VECTOR NORMAL AL PLANO

Observamos que:
AB = (X3 —X1,Y2 — Y1, 22 — Z1)
Como A € my B € ™ tenemos que:

ax1+by1+czl+d=()
ax, + by, +cz, +d =0

Restando término a término obtenemos:

a(xy; —x1) + by, —y1) +c(z—2) =0
(a,b,C). (xZ —X,Y2 — Y1 iy — Zl) =0

7. AB =0

El vector 71 es perpendicular a cualquier vector contenido en el plano, estd
en una direccién perpendicular al plano. Recibe el nombre de vector
normal al plano.
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e ECUACION NORMAL

Sea M un punto cualquiera del
plano a, y sea( A,B,C) un vector
normal al plano.

Un punto X(x,y,z) esta en el plano si

y solo si 71 es perpendicular a M X.
M(x1,y1,24)
¢ Por tanto:

AMX=0s #@E-—m)=0

‘\-J,'

que es la ecuacion normal al plano.

Ll

Desarrollando la ecuacién anterior obtenemos:

(A;B:C)-(x_xlyy_}ﬁ;z_zl) = 0
Ax—-—x)+B.(y—y,))+C(z—2)=0

O bien:

Ax+By+(Cz+D =0

donde A,B y C son las componentes del vector normal al plano.
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EJERCICIOS 11.5

1. Dados los planos:
a. I, =3x-2y+z=0

b. (x,y,2) = (1,0,1) + A(1,0,2) + u(-1,2,1)

c. xX=21—u
N;=ly=3+u
z=1-41

Calcular un punto, dos vectores de direccion y un vector normal
(perpendicular) a dichos planos.

a. L, =3x—-2y+z=0

Para calcular un punto basta con dar dos valores cualquiera a dos
de las incégnitas y despejar la otra.

x=0
y=0| =30-20+z=0 = z=0 = Punto|P(0,0,0)

Vector normal (coeficientes que acompafian alax,y, z).

Vector normal =1(3,—2,1)

Para hallar dos vectores de direccion del plano pasaremos la
ecuacion del plano a paramétricas.

[I, =x—2y+z=0 — Resolvemos este sistema que es S.C.I.
con dos parametros.

y=41
= 3x—21+u=0 = Despejamoslax=
Z=U X = 2/1 — %/x = la ecuacion paramétrica sera:
2 1
X = 5/1—5,11
y=4
Z=U

Los vectores de direccidon serdn los coeficientes de A y .
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5 (310)
L1
v2 (‘5'0' “)

b. (x,y,z) =(1,0,1) + A1(1,0,2) + u(—1,2,1)

Punto; P(1,0,1)

Vectores de direccion:

51(1r0'2)
7,(—1,2,1)

Vector normal:

Para calcular el vector normal (1) calculamos el producto vectorial

de los vectores directores.

n=1; XU, =

J
0

2

=(0-4)i-1+2)]+2-0k=

X=21—u
[I;=1y=34+u
z=1—-21

Punto: [P(0,3,1)

Vectores de direccion:

1_7)1 (ZJOI - 1)
v,(—1,1,—1)

Vector normal:

n=1, XV, =

N =~y

k |0 Zpo| L 2
21712 1 1 1
1
7= (—4,—3,2)
ik
0 —1 ﬁ=(1,3,1)
1 -1

7+|—11 (2)|7€=

GEOMETRIA AFiN
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11.6. FORMAS DE DETERMINAR UN
PLANO

11.6.1. Por un punto y dos vectores de
direccion

Lo veremos con un ejemplo.
Ejemplo

Dado el punto P(1,0,1) y los vectores de direcciéon v,(1,1,—1) y
1_52 (0,2,0). Calcular todas las ecuaciones de los planos.

Ecuacion vectorial

n=(x,v,2z) =(1,0,1)+ A(1,1,-1) + u(0,2,0)

Ecuaciones paramétricas

x=1+11+0y | x=1+1

= y=0+1A+2u [ =1 y=21+4+2yf

z=1+(-1)A1+ 0y z=1-1

Ecuacion general

EsdeltipoAx + By+(Cz+D =0
Hay dos métodos:

a. Calculamos el vector normal nn

T ]k .
n=v,Xv,=|1 1 —1|=21-07+ 2k
0 2 O
i =(202)

Nuestro plano tendra la ecuacidn:
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N=2x+0y+2z+D =0

Para calcular D, sélo tenemos que sustituir las coordenadas del
punto P enlax, y, z del plano.

Pell=2.(1)+0.(0)+2.(1)+D =0
2+D=0
D=-2
Ecuacion general: [1 = 2x+2z2—-2 =0

b. Pasamos de ecuaciones paramétricas a ecuaciones generales
resolviendo cualquiera de los siguientes determinantes:

x—1 y—0 z-1
1 1 -1 |=0=>M=2x+2z-2=0
0 2 0
0
1 0 x-1
1 2 y—-0[=0=00=2x+2z—-2=0
-1 0 z—-1
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11.6.2.Por un punto y un vector normal

(perpendicular al mismo)
Ejemplo:

Dado el punto P(1,0,1) y el vector normal 72(2, 0, 2) el plano
I1 =Ax+ By + Cz + D = 0, se calcula de la siguiente manera:

A, B, Cson las coordenadas del vectorn = I =2x+ 0y +2z+D =0

Para hallar D, sustituimos las coordenadas del punto P(1,0,1) en x, vy, z del
plano.

2.(D)+0.(0)+2.(1)+D=0
D=-2

ElplanoIlsera:l1=2x+2z—2=0

11.6.3. Por tres puntos no alineados

Sean A, B, C tres puntos no alineados. Por tanto los vectores AB y AC no

son paralelos.

La determinacion lineal

e Cl(a",b",c") a de dicho plano sera:
X(x,y,2) a(A,AB,AC)

Por lo tanto su ecuacion
E;{ﬂ', ,C') se obtendrd

A(a,b,c)
desarrollando el

siguiente determinante:
det(4X,AB, AC)
Si A(a,b,c), B(a’,b’,c’) y C(a”’,b”’,c”’) entonces a tendra la ecuacion:
x—a y—b z-—c

a—-—a b —-b ' —c|=0
a//_a bll_b CII_C
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11.6.4.Plano que pasa por dos puntos y
contiene un vector de direccion

Ejemplo
Dados los puntos A(1,0,1),
I B(2,1,0) y el vector de
# direccién v(1,-1,1). Calcular
la ecuacion del plano que
AB B determinan.
A ]

Para determinar el plano necesitamos un punto y dos vectores de
direccién 6 un punto y un vector normal.

e El punto puede ser el A(1,0,1)
e Un vector de direccidn sera v=(1,-1,1)
e Elotro vector de direccion es:
AB = (2,1,0) — (1,0,1) = (1,1,—1)
Y ya podemos sacar la ecuacidn vectorial o paramétrica:

M= (x,y2) = (1,01) + (1, -1,1) + u(1,1,-1)

*10JO! Si nos piden alguna ecuacién en particular sélo tenemos que pasar
de una ecuacioén a otra.
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11.6.5. Plano que pasa por un punto y

contiene una recta
Ejemplo

_x—l_y_ 1
: 1 r = 2 —I—Z—
A(2,0,1)
&
A

Para hallar II, necesitamos un punto y dos vectores de direccion 6 un

punto y un vector normal al plano.

El punto ya lo tenemos es el punto A(2,0,1).

Un vector de direccion del
= : v . ' n plano sera el vector de
direccion de larectar.
= B =(2,1,0)
A

Para hallar el otro vector de

direccion del plano, cogemos un punto B de r, B(1,0,1).
Y el otro vector de direccion de Il serd el vector Zﬁ o el ﬂ

AB = (1,0,1) — (2,0,1) = (=1,0,0)

Asi tenemos:
e Punto: A(2,0,1)
e Vectores: v(2,1,0) =

AB = (—1,0,0)
= Ecuacidn vectorial del plano:

n=(x,vy,z) =(2,0,1) + 1(2,1,0) + u(—1,0,0)
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EJERCICIOS 11.6

1. Calcular las ecuaciones paramétricas y la ecuacion implicita del plano
que cumple las siguientes condiciones.

a. Pasa por A(2,2,2) y lleva la direccién de u=(0,-2,1) y v=(3,-1,2).
b. Pasa por A(2,2,2) y tiene como vectores de direccion u=(-3,-2,1) y
ﬁ, donde B(1,2,-1).

0 3 x-=2
a. |-2 -1 y—-2|=0=-4x+8+3y—6+x—2+62z—
1 2 z-2
12=0= -3x+3y+6z—-12=0=mx—y—22+4=0
b.[A(2,2,2)
-1 -3 x-2
JAB(-1,0,-3)=>|0 -2 y-2|{=0=2z—-4+9y—18—
-3 1 z-2
U(-3,-2,1) —6x+12+y—-2=0=

= m3x—5y—z+6=0
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2. Calcula unas ecuaciones paramétricas del plano de ecuacién implicita
x+y+z=3 e indica uno de sus puntos y dos vectores de direccion
independientes.

x=A1
Haciendox =A,y=u: 4 y=u
z=3—-1—u

Un punto seria el |A(0,0,3)|y dos vectores de direccion independientes
u=(1,0,-1)yv=(01,-1).

GEOMETRIA AFIN www.elcofredenewton.es Pagina 34



o g !
T
k," =

R ]

3. Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(2,-2,1),
B(1,-2,-1) y C(0,-1,2).

A(2,-2,1)
-1 -2 x-2
{1 A4B(-1,0,-2)=|0 1 y+2|=0=—-z4+1+4y+8+2x—
-2 1 z-1
AC(-2,1,1) —4+y4+2=0=

= m:2x+5y—z+7=0
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4. Halla las ecuaciones de los siguientes planos:

a. Paralelo a XOY y que pasa por A(-1,2,-2)
b. Paralelo a XOZ y que pasa por B(3,-2,0)
c. Paralelo a YOZ y que pasa por C(0,-2,-2)

a.|lz= -2
b.|ly =-2
c. lx=0

5. Enla figura aparece un tetraedro de vértices los puntos O, A, By C.
calcula las ecuaciones de los planos que contienen a las cuatro caras
del tetraedro.

Los puntos son 0(0,0,0), A(2,0,0), B(0,3,0) y

Z
.ch C(0,0,5). Las ecuaciones de las caras son:
i 0AB:z =0
i B OBC:x =0

O vy 0AC:y =0

XA
-2 -2 x—-2
ABC:| 3 0 y |=0=15x—-30+10y+6z=0=
0 5 z

= |15x + 10y +6z—30=0
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6. Indica un vector director y otro normal del plano de ecuacién
-2x+2y+z=0.

Dos puntos del plano:x =0,y =0=2z=0= 0(0,0,0); x = 0,
y=1=24+z=0=z=-2= A(0,1,-2).

Un vector de direccion es|0A = (0,1,-2).

Un vector normal es|nt = (—2,2,1)
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7. Halla un vector director y otro normal del plano que pasa por los

puntos A(—1, 2, %) vy B(%, —1,0), y por el origen de coordenadas.

-1 % x
La ecuacion del planoes| 2 -1 y =0=>2+%y+§x—z=0
% 0 =z

= m2x+y=0

Un vector de direccion es el|04 = (—1,2,%) paralelo a (-3,6,1).

Un vector normal es|i1 = (2,1,0)
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8. Un plano tiene como vector normal el 7 = (2,—3,2) y pasa por el
punto A(-1,2,-5). Escribe su ecuacidon normal, su ecuacion implicita y
sus ecuaciones parameétricas.

Elplanoes2(x+1)—-3(y—2)+2(z+5)=0=
= 2x+2-3y+6+22+10=0=2x—3y+2z+18=0

x=A

y=Hu
z=—9—/1+§u
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9. Se sabe que los puntos A(m,0,1), B(0,1,2), C(1,2,3) y D(7,2,1) estan en
un mismo plano.

—~e
1

a) Halla my calcula la ecuacion de dicho plano.
b) éEstan B, C, D alineados?

a) n

& — g D

Si A, B, Cy D son coplanarios = A € plano determinado por C,B,D

e Calculamos el plano it
pto.C(1,2,3)
i=CB=(-1-1-1)
% =CD = (6,0,—2)

e Ecuaciondem=Ac+By+(Cz+D =0

e SiA € m = sus coordenadas cumplen la ecuacién del plano
T=>Am+b.04+C.14+D =0

e Yasolo tenemos que despejar m.

b) Si A, By C estan alineados pertenecen a la misma recta.
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11.7.HAZ DE PLANOS

e HAZ DE PLANOS PARALELOS

Dado:
Ax+By+Cz+D =0
(1%
/ TCQ/ Los haces de planos se pueden expresar
3 —~ como:
Ty Ax + By +Cz+ A =0 con AeR

e HAZ DE PLANOS SECANTES

Dados:
n=Ax+By+Cz+D =0

n=Ax+By+Cz+D'=0

Los haces de planos se pueden expresar como:
Ax+By+Cz+ A (A'x+B'y+C'z+D')=0
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EJERCICIOS 11.7

1. Escribe las ecuaciones de los siguientes haces de planos:

a. Paralelosalplanom:3x+3y—-—2z—-3 =0

b. Que tienen como vector normaleln = (—1,2,-3)

c. Que contienealarectar:[x—y+z=0
2x—-y+z=0

d. Paralelos al plano coordenado XZ.

®

Que contienen al eje de coordenadas Y.

3x+3y—z+D=0

—x+2y—3z+D =0
X—y+z+A2x—y+z)=0yademaselplano2x —y+z=0
y+D=0

x+ Az = 0yademasel planoz =0

® oo oo
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2. Escribe la ecuacion de planos secantes que contienen a la bisectriz del
angulo formado por los ejes X e Y.

La bisectriz de XOY tiene por ecuaciones r: { x—y=0
z=0

La ecuacidn del haz que contiene ar sera x — y + Az = 0 afladiendo el
plano z=0.

3. Escribe la ecuacion del haz de planos que contiene a la recta que pasa
por los puntos A(1,-1,3) y B(0,-2,1).

Las ecuaciones en forma continua de AB son:

x—1=y+1 x—y—2=0

2x —2=z-—13 2x—z+1=0

La ecuaciéndelhazesx —y—2+AQ2x—2z+1)=0
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4. Escribe la ecuacion del haz de planos que contiene a la recta de
ecuaciones paramétricas:

x=1+1
riy=-2+t
z=2+4+2t

Las ecuaciones en forma continua de AB son:

x—1=y+2 x—y—3=0

2x —2=z—2 2x—z=0

La ecuaciéndelhazesx —y -3+ A12x—2) =0
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5. Considera el punto A(0,-3,1). El planomr = 2x — 2y +3z=0yla
z-3

2

a) Determina la ecuacidn del plano que pasa por Ay contiene ar.
b) Determina la ecuacion de la recta que pasa por A, es paralela al

planomycortaar.

rectar:x+3=y=

a)

Aem
Ty
r Planom, | Bderem

U, es un vector de

$¢

AB direccién del plano.

Necesitamos un punto y dos vectores de direccién para hallar ;.
Punto Ader = (0,-3,1)
1,(1,0,2)
Bder = (-3,0,—-3)

El otro vector de direccidn es por ejemplo el vector
AB =(-3-0,0—(-3),2—-1) = (-3,3,1)

A(0,-3,1)
4 U, = (1,0,2)
AB = (-3,3,1)

m = (x,y,z) =(0,3,—-1) + 1(1,0,2) + u(-3,3,1)

b)

Calculamos el haz de planos

r
o S/‘A/JF:/ paralelos a

n=2x—-2y+3z=0
/ﬂ:

Haz de planos:
2x —2y+3z+ A, dondeldem

A continuacion se calcula el plano a que contiene al punto A(0,-3,1).
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Aea=20-2.(-3)+31+1=0
A=-9
a=2x—2y+3z—-9=0

La interseccidn del plano a con la recta r me dara el punto B.

rx43=y=22
a:2x—2y+3z—-9=0

Resolvemos el sistema, las soluciones seran las coordenadas del punto

P(a,b,c):
xX=a
y=»b
Z=cC

La recta s que se pide viene dada por:

A(0,-3,1) A(0,-3,1)
S: = S:
P(a,b,c) U, = AP
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11.8. POSICIONES RELATIVAS DE
RECTAS Y PLANOS

11.8.1.De dos planos

Seant=ax+by+cz+d=0yn'=a'x+b'y+c'z+d =0.
Estudiar las posiciones relativas de ambos planos equivale a estudiar el
numero de soluciones del sistema que forman sus ecuaciones. Sean Ay B

las matrices asociadas a dicho sistema.

e PLANOS SECANTES

Tienen una recta en comun.
SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO DE RANGO 2

rango(A) = rango(B) = 2

aib aic bic
b’ °Y

e PLANOS PARALELOS

No tienen puntos en comun.

|9 SISTEMA INCOMPATIBLE
, rango(A) = 1;rango (B) = 2
T
a b ¢ - d
a b d’
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e PLANOS COINCIDENTES

Son el mismo plano

SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO
T=T DE RANGO 1

rango(A) = rango(B) =1
b ¢ d

_,____

oo d

11.8.2. De plano y recta

Primer método

Seanm = ax + by + cz+ d = 0y larecta r dada como interseccion de
n'=a'x+b'y+c'z+d =0yn"=a"x+b"y+c"z+d" =0.
Estudiar las posiciones relativas de la recta y el plano equivale a estudiar el
numero de soluciones del sistema que forman las tres ecuaciones
anteriores. Sean Ay B las matrices asociadas a dicho sistema.

Segundo método

Sean la recta ry el plano it dados por las ecuaciones:
X =x1+ A,

T y =y + v, max+by+cz+d=0
Z =2z + Avs

e RECTAY PLANO SECANTES

Primer método

r SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO
p rango(A) = rango(B) = 3
. ‘\‘ Segundo método
\

avy + bv, + cv; # 0
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e RECTA CONTENIDA EN EL PLANO

Primer método

SISTEMA COMPATIBLE
T INDETERMINADO DE RANGO 2

rango(A) = 2;rango (B) = 2

Segundo método

av, +bv, +cv;=0=rln
ax; +by, +cz; +d =0

e RECTAY PLANO PARALELOS

Primer método

r SISTEMA INCOMPATIBLE
rango(A) = 2;rango(B) = 3

T Segundo método

av, +bv, +cvrs=0=rln
ax; + by, +cz; +d #0

11.8.3.De dos rectas

Primer método

Sea r dada como una interseccion de a;x + a,y + azz+a, =0y

bix + b,y + b3z + b, = 0. Sea la recta s dada como la interseccion de
ax+cy+cz+c,=0ydix+dy,y+dsz+d, = 0. Estudiar las
posiciones relativas de ambas rectas equivale a estudiar el nUmero de
soluciones del sistema que forman las cuatro ecuaciones anteriores. Sean
Ay B las matrices asociadas a dicho sistema.
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Segundo método

Sean las rectas r y s dadas por las ecuaciones:

X =x1+ A, X =Xy + Uty
riq ¥y =y1+ v, Siq Y=Yzt ut;
z =2+ Avg Z =2z, + ut;

El punto A(x4, y1, 1) esta sobre la recta r y el punto B(x,, y,, z,) esta sobre

la recta s. El vector AB = (x, — X1,Y, — V1,2 — Z1) tiene su origen sobre
ry su extremo sobre s.

e RECTAS SECANTES

Las dos rectas tienen un punto en
comun.

SISTEMA COMPATIBLE
S DETERMINADO

rango(A) = rango(B) = 3

Segundo método
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e RECTAS QUE SE CRUZAN

Vi VU Vg
— — O —
th t 4

Las rectas no tienen puntos en
comun.

SISTEMA INCOMPATIBLE

rango(A) = 3;rango(B) = 4

Segundo método

U3

t3

- tl tz

e RECTAS COINCIDENTES

vy
ty, t; 3

Primer método

Las rectas tienen todos sus puntos
coincidentes.

SISTEMA COMPATIBLE
INDETERMINADO DE RANGO 2

rango(A) = rango(B) = 2

Segundo método

U3
=— —

X2 —Z

— X1 Y= V1 %

%1 (%) U3
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RECTAS PARALELAS

Primer método

Las rectas no tienen ningun punto en
comun.

SISTEMA INCOMPATIBLE

rango(A) = 2;rango(B) = 3

Segundo método

V1 VU V3 Xop—=X1 Y2—=Y1 Xo—X1 Zp— 7
—=2=2= # 0 *
th t 3 121 Uy 121 U3

11.8.4. De tres planos

Primer método

Sean ri: ax+by+cz+d=0, it': a’x+b'y+c'z+d'=0y it": a"x+b"y+c"z+d"=0.
Estudiar las posiciones relativas de ambos planos equivale a estudiar el
numero de soluciones del sistema que forman sus ecuaciones. Sean Ay B

las matrices asociadas a dicho sistema.

Segundo método

Sean los planos de ecuaciones:
max+by+cz+d=0
n:ax+b'y+c'z+d =0
n':a"x+b"'y+c'z+d"'=0
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Primer método

Los tres planos tienen infinitos puntos

T=1=n" en comun.
SISTEMA COMPATIBLE
INDETERMINADO DE RANGO 1
rango(A) = rango(B) =1
Segundo método
a_b_c_d a_b_c_d
al_bl_cl_dl y Cl”_b”_C”_d”

e TRES PLANOS PARALELOS

Primer método

Los tres planos no tienen puntos en
comun.

SISTEMA INCOMPATIBLE

a s

rango(A) = 1;rango(B) = 2

Segundo método

_b_c;hd a_b_c;td a’_b’_c’qtd’
_br_ [ y all_bll_cll d” y an_bu_cn d”
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DOS PLANOS COINCIDENTES Y PARALELOS AL TERCERO

Primer método

Los tres planos no tienen puntos en
comun.

a
M
a a

SISTEMA INCOMPATIBLE
rango(A) = 1;rango(B) = 2

Segundo método

b ¢ d a b ¢ d

J— R J— —_ —_ _?‘;_

al bl CI dl y a” bll C” dll

e DOSPLANOS COINCIDENTES Y UN TERCERO SECANTE A ELLOS

Primer método

Los tres planos tienen una recta en comun.

SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO DE

/ RANGO 2.
T=mn
rango(A) = rango(B) = 2

Segundo método

d
R — — — ,b, k II,bII’ 124
" . y (a,b,c) #k(a c
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e DOS PLANOS PARALELOS Y UN TERCERO SECANTE A ELLOS

Primer método

Los tres planos no tienen puntos en
comun

L SISTEMA INCOMPATIBLE

; rango(A) = 2;rango(B) = 3

Segundo método

b N =+ d b + k " b// 12
al bl - C, dl y (a' 'C) (Cl ’ €

e TRIEDRO

Los tres planos tienen un punto en comun.

SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO DE
. RANGO 3

rango(A) = rango(B) = 3

e TRES PLANOS DISTINTOS

Los tres planos tienen una recta en comun.

SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO DE
RANGO 2.

T rango(A) = rango(B) = 2

GEOMETRIA AFIN www.elcofredenewton.es Pagina 55



e PRISMA

Los tres planos no tienen puntos en
comun.

T SISTEMA INCOMPATIBLE

T rango(A) = 2;rango(B) = 3
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EJERCICIO 11.8

1. Estudia la posicion relativa de la recta r y el plano it en los siguientes
€asos:

a. —x=2+3/1

riqy=221 m3x—y+2z+1=0
| z=—-2+44
b. [x=2t+3
rqy=t—1 m:x—3y+z—-8=0
z=t+2

a. 3(24+31) -214+2(-244)+1=0=15A+3=0= 1=

1 7 =2 -—14
- = Se cortan en el punto P (E’?'_s )

b. 2t+3—-3t+3+t+2—-8=0= 0t =0 =Llarectaestd
contenida en el plano.
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2. Estudia la posicion relativa del plano x — 2y —z + 2 = O y larecta

y—z=2
x—3y+7=0

Dos puntos de la recta son, por ejemplo, A(-1,2,0) y B(-4,1,-1)

Unas posibles ecuaciones paramétricas de la recta son:

x=-1-31
y=2-121
z=—-A

—1—-31—-4+4+21+1+2=0= 041 =3 =larecta es paralela al
plano.

3. (SELECTIVIDAD) Calcula el valor de k para que la recta
2x+y=0
x+z=k
Esté contenidaenelplanox+y—-—z—-1=0.

Dos puntos de la recta son, por ejemplo, A(0,0,k) y B(1,-2,k-1).

Unas posibles ecuaciones paramétricas de la recta son:

x=A
y = =21
z=k—21

X+y—z—-1=A-21-k+A-1=0=01=k+1=lk=-1
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4. Estudia la posicion relativa de los planos ity i’ en los siguientes
casos:

!

a. m2x—y—z=0 m:—6x+3y+3z—-3=0

ro 1,41 _1_
: 2x+2y+z " 0

b. n:x—y—22+%=0 T
c. m2x—y—z=0 n:2x+y—z—-3=0

a'Mz(—26 _31 _31)VM,=(—26 _31 _31 —03)

rg(M) = 1;rg(M") = 2 = los planos son paralelos.

1 -1 -2 1 -1 =2
bM=< 1 1 )yM’:

—= = 1 11 1
2 2 - = 1 —-
2 2 4

rg(M) = 1;7rg(M') = 1 = los planos son coincidentes.

c.Mz(g —11 j)

rg(M) =2 = rg(M’) = 2 =los planos se cortan en una recta.
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5. Estudia la posicion relativa de los planosty it’.

a. -x=1+l+u
mly=—-1+4+2u n':z=3
z=3
b. x=A4 x=3-21+u
Tiy=nHu miy=4-—-1
z=21+2pu—-1 Z=Uu
1 1 x—-1
a. Se halla la ecuacion implicita del primer plano:[—1 2 y |=0
0 0 z-3

= z — 3 = 0 =los planos son coincidentes.

b. Se halla la ecuacion implicita de cada plano:

1 0 x
0 1 y |=0mz+1—-x—-2y=0=>x+2y—z=1
1 2 z+1
-2 1 x-3
1 0 y+1{=0=>x—-3+2y+2—-z=0=>x+2y—2z=1
0 1 z

Los planos son coincidentes.
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6. (SELECTIVIDAD) Dados los puntos A(1,2,3), B(-1,1,0), C(2,1,-1) y
D(4,2,2), estudia la posicion de los planos determinados por A,B yCy
por A, By D. ¢{Cdmo son los puntos A, B, Cy D?

Ecuacion del plano que pasa por A, By C:

-2 1 x-1
-1 -1 y=-2|=0=>x-11y+3z+12=0
-3 -4 z-3

Ecuacidn del plano que pasa por A, By D:

-2 3 x-1
-1 0 y—-2[=0=>x-11y+3z+12=0
-3 -1 z-3
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7. Estudia la posicion relativa de los planos siguientes:
mx—3y—2z=2
n:—2x+6y+4z=—4
n'':3x -9y —-6z=6

1 -3 -2 1 -3 -2 2
M=(-2 6 4 |[yM'=|-2 6 4 —4
3 -9 -6 3 -9 -6 6

rg(M) =1 = rg(M') = 1 = El sistema es compatible
indeterminado con dos parametros. Entonces los tres planos son

coincidentes.

GEOMETRIA AFIN www.elcofredenewton.es Pagina 62



o 3
9 n
(&

R ]

8. Estudia la posicidn relativa de los planos:
mx—y—3z=1
n:—2x+2y+6z=-2
n':x+y+z=0

1 -1 -3 1 -1 -3 -1
M=|-2 2 6 |lyM' ={-2 2 6 2
1 1 1 1 1 1 0

rg(M) =2 = rg(M') = 2 = El sistema es compatible
indeterminado con un pardmetro. Ademas, los dos primeros planos
son coincidentes. Se trata, por tanto, de dos planos coincidentes y otro

que se corta.
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11.9.PARALELISMO Y
PERPENDICULARIDAD

11.9.1. Recta y plano paralelos

Dado unplanom = Ax + By + Cz + D = 0 y un punto P(a,b,c), hallar una
recta r que pase por Py sea paralela a m.

=

a. Sir || T = U, tiene la direccién del plano t
b. Calculamos un vector de direccién de 1, por ejemplo u(uq, Uy, Us).
c. Larectarvendra determinada por:
r:| Punto P(a,b,c)
Uy = U = (uy, Uy, u3)
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11.9.2. Recta y plano perpendiculares

e Recta que pasa por un P(a,b,c) y es perpendicular al plano
N=Ax+By+Cz+D =0

LS

a. Sir LIl = U, | np = U, = np
b. Calculamos ni = (4, B, C)

c. Larectarviene determinada por:
T Punto P(a,b,c)

u. =ng = (4,B,0)

e Plano que pasa por u punto P(a,b,c) y es perpendicular a una recta

a. Sir LIl = U, | iy = U, = np
b. Calculamos 1, = (uy, Uy, Us3)
c. El plano Il viene determinado por:
r:[ Punto P(a,b,c)
g =1, = (4,B,0)
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11.9.3. Perpendicular comun a dos rectas
que se cruzan

La perpendicular comun a dos rectas no paralelas es la recta que corta

ortogonalmente a cada una de ellas.

La recta p, perpendicular
comun, queda determinada
por el corte de los planos a

y B.

Se observa que:

a(Ar, Ur, Uy X Usg)

B(As, us, Uy X Us)

Por lo tanto:

det(A, X, @, T X ) = 0

det(4,X, u,, uy X ug) = 0
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EJERCICIOS 11.9

1. Halla la recta perpendicular al plano x + z = 2 y que pasa por el
punto A(1,2,0).

Vector normal del plano: 77 = (1,0,1)

Este vector 71 serd un vector de direccidn de la recta r buscada. Por

tanto:
x=1+1
x-1 y-2 z [
rly=:z =T ET SIS
z=2A x—z=1
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2. Halla el plano perpendicular a la recta ’2—C ==z y que pasa por el

.=
origen de coordenadas.
El vector (2,1,1) es de direccion de la recta y, por tanto, normal del

plano. En consecuencia, la ecuacién del plano sera:

m2x+y+z=0
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3. Halla el plano perpendicular a la recta

x+y+z=3
2x+y =3

Y que pasa por el punto A(1,0,1).
Dos puntos de la recta:

o x=0,y=3,z=0= A(0,3,0)
o x=1y=1z=1= B(1,1,1)

Entonces AB = (1,—2,1) es normal al plano buscado:
|mx—1-2y+z-1=0=x—-2y+2z—-2=0|
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4. Calcula la ecuacion de la recta perpendicular al plano:
m2x+2y—3z2=6

Y que pasa por el punto A(-2,3,4).

La recta buscada r tiene como vector de direccién an = (2,2, —3)
normal del plano it y pasa por A(-2,3,4).

x=-24+21
Portanto, r: 1y = 3+ 24 =>x:2:y;3=z__: = x—y+5=0
z=4—-31 3x+2z—2=0
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5. Calcula la ecuacidn del plano perpendicularam:x —y + 3z =4y
que contiene a la recta de ecuaciones paramétricas:

x=1+1
ryy=2-t
z=3+4+2t

El plano i’ buscado tiene como vectores de direccion U = (1,—-1,2) de
la recta ry el normaln = (1,—1,3) del plano . Ademads, pasa por el
punto (1,2,3) de la rectar.

1 1 x-1
Portanto,7':|-1 -1 y—-2|=0=x+y—-3=0
2 3 z-3
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6. Los puntos A(1,1,0) y B(2,2,1) son vértices consecutivos de un
rectangulo ABCD. Ademas, los vértices Cy D estan contenidos en una
recta que pasa por el origen de coordenadas. Halla Cy D.

Lado:

AB || CD = U,p = U
A(1,1,0) 4c I AB — ¥(D

Ecuacion del lado AB:

pto.A(1,1,0)

vector uyg = (1,1,1)
B(2,2,1) D

¢ 0(0,0,0)

Ecuacion del lado CD:
pto.0(0,0,0)
vector Ucp = (1,1,1)

ladoAB:|x =14+ 1 LadoCD:{ x =pu
y=1+4 y=Hu
z=A Z=U

Calculo del pto. C

i Calculamos el plano it que pasa por Ay

Ny
J es perpendicular al lado CD.
A . o~ — —
v Hop e SimlladoCD = n,; = ucp
- * ?C = n, = (1,1,1)

e Elplanomvendrd determinado por el pto. A(1,1,0) y n,(1,1,1)

n=Ax+By+Cz+D =0
Ny >n=x+y+z+D=0
AeEr=1+1+0+D=0
D=-2
n=x+y+z—2=0
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Ahora calculamos la interseccién del lado CD con el plano it

C = mNlado CD

Sélo tenemos que resolver el sistema:

n=x+y+z—-2=0

X=Hu
LadoCD { y=u
zZ=H

ptutp—2=
3u—2 =
w="2/s

C(2/3:2/3'2/3)

Igualmente se hace para hallar el punto D, utilizando el pto. B.
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7. Hallar la perpendicular comun a las rectas

x=1 X=pu
r=iy=1 s=1y=-1+u
z=2A1 z=-1
s r
wh— 7, = (0,0,1)
u, = (1,1,0)
B A(1,1,1)
\'EL B(,u,—1+u,—1)
~ La recta (t) buscada es la que pasa por los
" s puntos Ay B.

El vector AB = (u—1,—-2+ pu,—1 — A) es el vector de direccion de
la recta t.

Necesito calcular Ay Y4, entonces tendré el vector AB y un punto de
la recta t, por ejemplo el punto A.

Calculo del vectorﬁ_g

tlr=AB L i, = AB.U, = 0
tls=AB Li,= AB.i; =0

AB,=(u—-1,-2+p-1-2).0001)=0+0—-1—-21=0
= -1-1=0

AB i, =(u—-1,-2+u—-1-2.(1,1,00=p—1—-2+pu+0=
0=2u—3=0

Resolvemos el sistema:

—-1-1=0 A=-1
2u—3=0 U=

N W

Entonces:
Puntodet; A(1,1,4) = (1,1,—-1)
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Vector ABe t;ﬁ =(u-1,-24+u—-1-21) =
j%— 1,-2+2,-1-1)
AB = (5,—>,-2)
Por lo tanto:

t z{ A(1,1,-1)
- 1 1
AB = (E)_E;_Z)

t = (x;y;z) = (1111_1) + /1(%1_%'_2)
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8. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por P, cortaalarectaryes
paralela al plano II.

P(1,1,1)
N=x+y—-2z=6

x=1+24
r= y =31

z=-1-2

r
Q ED} =ﬂs
:P 5 A la recta que nos piden la
i llamaremos s.
ng = (1,1,-2)
mn

Si s corta a r = la recta s viene determinada por el punto P y el vector de

. e, = : = " A
direccidon ug, = QP 6 ug, = PQ.

Porotroladosis L [1 = u, L nig =|us.7ip = 0

El punto Q € r es el que tengo que hallar.

Q € r = Cumple las ecuaciones de la recta r. (jOJO! Si la recta r no viene
en paramétricas, pasamos la ecuacidén que nos den a paramétricas).

Qer=0Q=1+2A314—-1— 1) —pto. genérico (cualquiera de r)
i, =QP = (-21,1-34,2+2)

Uy L7y = s fig = 0= (—21,1-34,2+ ) (1,1,-2) =0
—2A4+1-31—-4-21=0
~7A-3=0=(1=—2|=

~ .= = (-2(-) 1-3(-)2+ () -
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Por lo tanto:
P(1,1,1) x=1+21
S = | s={y=1+ 176/1
— 6 16 11 11
i = (557) z=1+54
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9. Dado el punto P(1,0,—1),elplanoIl =2x —y+ z = 1ylarecta
—2x+y—-1=0
T
3x—z—-3=0
Hallar la ecuacién del plano I’ que pasa por P, es paraleloary es
perpendicular al plano II.

P € II' — Ya tenemos un punto

i, r || ' — 1, es un vector de direccién de IT’
[N — —
1 L II" — 7 es un vector de direccién de T’
o P(L0,~1)
m{ . (-1,-2,-3)
I (2, -1,1)
~a
i ]k .
U-=|-2 1 o|=-T1—-(2)j-3k=(-1,-2,-3)
3 0 -1
x=1—214+2u
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10. Dados los planosII; =3x+2y+z=0yIll, =2x+y+2z=0y
el punto P(1,0,1). Hallar la ecuacién del plano que pasa por Py es
perpendicular a la recta interseccion de 1 y I1,.

ot *
. * Me piden el plano a.
P \—ir
I P € a = Ya tenemos un punto P(1,0,1)
a L r = u, = 1 — Sélo tenemos que
hallar ..
I1,
\\“\
M, =3x+2y+z=0 nn, = (3,2,1)
r=
M,=2x+y+2z=0 nn, = (2,1,2)
i ]k .
Uy =0, XA, = |3 2 1|=31—-4—-k=(3,-4-1)
2 1 2
P(1,0,1)
a= =2x—4y—-z+D=0—
n=(2-4-1)

—2.(1)—-4(0)-1+D=0—>D=—-1=la=2x—4y—2z—1=0
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11.Considera las rectas:

xX+z—-2=0
r S X _ —1= z
x—y—1=0
Halla la ecuacidn del plano que contiene a s y es paralelo ar.
u‘. 5 Aderemn

~
r € T = { U, es un vector de

I direccidn del plano
i r _
/ s || T = uy es otro vector de
’ direccidn del plano m.

Con esto queda definido el plano m.
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12. Dadas dos rectas r, y r, y un punto A, no situado sobre ninguna de las
rectas, hallar la recta que pasa por el punto Ay cortaalasrectasr, y

Se halla el plano m; que contiene a la
rectar;yal punto A, y el plano T, que
contiene a larectar, y al punto A. los

planos ; y T, se cortan segun la
recta pedida.

Sea hallar la ecuacion de la recta que

pasa por el punto A(4,0,1) y corta a las

rectasryy ry:

2x —3y+4z+8=0 x=1+21
£F iy =2-31
3x+y+5z—-2=0 z=-1+21

La ecuacion del plano m; que contiene a larectar; y al punto A esta
calculada en el dltimo ejemplo, es:

6x+13y+8z—-32=0 (a)

Para calcular el plano m, que contiene a la rectar, y al punto A
hallamos dos punto de r,: paraA = 0y A = 1, resultan,
respectivamente, los puntos B(1,2,-1) y C(3,-1,0). El plano m, es el
contiene los puntos A, By C, su ecuacion es:

x y z 1 x—3 y+1 =z 1
4 0 1 1 — 0= 1 1 1 1 0=
1 2 -1 1 -2 3 -1 1
3 -1 0 1 0 0 0 1
x—3 y+1 z
1 1 1[=0=
-2 3 -1
1 1 1 1 1 1) _
«-3|; L|-o+|L, |+, 5=0=

—4(x—3)—-(y+1)+5z2=0=—4x—y+5z+11=0 (b)

Los planos (a) y (b) determinan la recta pedida.
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